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1. Es seien {Xi}1≤i≤50 unabhängige und normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert µ = 1 und Standardabweichung σ = 2. Darüber hinaus sind folgende Zufallsva-
riablen definiert:

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

und

X̄n =
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn) =

Sn
n

Dabei ist n = 50.

a) Bestimmen Sie die Verteilung von Sn sowie X̄n.

b) Berechnen sie die Wahrscheinlichkeit P [E[X1]− 1 ≤ X1 ≤ E[X1] + 1].

c) Berechnen Sie P [E[Sn]− 1 ≤ Sn ≤ E[Sn] + 1].

d) Berechnen Sie P [E[X̄n]− 1 ≤ X̄n ≤ E[X̄n] + 1].

2. Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dich-
tefunktion f und Verteilungsfunktion F . Definiere die zwei Zufallsvariablen

X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn} und X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}.

a) Bestimme die Dichtefunktionen f(1) von X(1) und f(n) von X(n).

b) Nehme an, dass Xk exponential verteilt ist mit Parameter λ > 0. Definiere die
Folgen

an :=
log n

λ
und bn :=

1

λ
für n ∈ N.

Zeige, dass

lim
n→∞

P

[
X(n) − an

bn
≤ t
]

= e−e
−t

für t > 0.
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3. Die Chebyshev-Ungleichung liefert eine Abschätzung von Wahrscheinlichkeiten, auch
wenn die genaue Verteilungsfunktion nicht bekannt ist. Es müssen nur der Erwartungs-
wert µ und die Varianz σ2 < ∞ einer Zufallsvariablen X bekannt sein; dann gilt für
jedes k > 0, dass

P [|X − µ| ≥ k] ≤ σ2

k2
.

Die Anzahl der Turbinen, die pro Woche in einer Fabrik hergestellt werden, sei eine
Zufallsvariable mit Erwartungswert µ = 50 und Varianz σ2 = 25.

a) Angenommen, es ist nichts weiter über die Zufallsvariable bekannt. Was kann man
dann über die Wahrscheinlichkeit aussagen, dass in dieser Woche zwischen 40 und
60 Turbinen hergestellt werden?

b) Nun nehmen wir an, dass zusätzliche Informationen über die Verteilung von X
erhältlich sind (dann kann die Wahrscheinlichkeit aus der letzten Teilaufgabe ge-
nauer berechnet werden und wir sehen, wie gut die Chebyshev-Abschätzung ist).
Nehme an, dass gilt X ∼ N (µ, σ2). Wie gross ist dann die Wahrscheinlichkeit,
dass in dieser Woche zwischen 40 und 60 Turbinen hergestellt werden?

Bemerkung: Die Chebyshev-Ungleichung ist bei vielen theoretischen Überlegungen zen-
tral. Da sie aber unter so allgemeinen Bedingungen gültig ist, sind die angegebenen
Schranken für die Wahrscheinlichkeit nicht sehr genau. In der Praxis ist sie daher nur
dann sinnvoll, wenn wirklich keine Zusatzinformationen über die Verteilung erhältlich
sind.

4. Die Krankenkasse easyHealth bietet einen sehr günstigen Studententarif für 160 Fran-
ken pro Jahr an. Sie hat pro Kunde einen jährlichen Administrationsaufwand von 100
Franken. Zusätzlich fallen die variierenden Gesundheitskosten (Arztrechnungen etc.)
an. Zur Modellierung der Gesamtkosten X pro Kunde und Jahr benutzt die Kranken-
kasse die Dichte

f(x) =

{
0 x ≤ c,
αcα

xα+1 x > c,

wobei c > 0, α > 1 Parameter sind.

easyHealth hat zur Zeit 250 studentische Kunden. Was ist (approximativ) die Wahr-
scheinlichkeit, dass easyHealth mit diesem Tarif in einem Jahr Gewinn macht, wenn
wir annehmen, dass α = 3, c = 100?

Hinweis: Die folgenden Formeln können ohne Herleitung benutzt werden:

E[X] = c
α

α− 1
, Var(X) =

c2α

(α− 1)2(α− 2)
.
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